HUÓNG DAN SÜ DUNG MÁY TÍNH CAM TAY 
GIÁI PHUONG TRINH BÁC NHAT THEO SINE & COSINE 


Diídng Trác Viét 
Ngáy 30 tháng 7 nám 2017 

Tóm tát noi dung 

Tren cá ba phUPng dién til luán, bán til luán - dién khuyét va trác nghiém, bái viét dé cap 
quá trinh tu duy, thao tác bám máy va cách trinh báy khi giái quyét các philPng trinh lUPng 
giác cé dién doi vói sine va cosine. 


1 M6 dáu 

Xét phüdng trinh 

Ccos(ax + 5) + Ssin(ax + b) = m. (1) 

trong dó 

• C la hé sé cüa eos; 

• S la hé sé cüa sin; 

• m lá sé thüc thóa man m 2 < C 2 + S 2 *. 

Noi dung tiép theo dé cap cách giái nhüng phüdng trinh dang (1) theo cá ba hinh thüc tü luán, 
trác nghiém khách quan va giao thoa giüa chúng. Qua dó, giúp ngüói doc dúc két mót sé ky thuát 
máy tính tüdng úng, phü hdp vói mói hoán cánh kiém tra. 




2 Dinh hiíóng ttuf luán 

Vi du 1. Giái phüdng trinh 

(vli - V2) eos (| + í) + (v^ + v / 2)sin(^ + ^ = 2VS. (2) 

>- 8 *- 

* Trong trUáng hdp ngUdc lai, phddng trinh sé vó nghiém, dán dén các thao tác bám máy dildc dé cap ó noi dung tiép 
theo có thé iám xuát hién dong chü "Math ERROR". 
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2.1 Lcfi giái 

2.1.1 Giái theo sine 


0 Tú duy 
He só cüa sine la 

S = VQ + y/2. 
He só cüa cosine la 


H Bám máy 
Trong ImodeI [TI , nháp 

Pol(V 6 + y/2, VQ - y/2 


bám (=]. 


¿P Trinh báy 


C=yJ 6-y/2. 


Vi tính theo sin nén + Y. 


Bám IALPHA! ÍTI f=l . máy hién 
X = 4. 


Bám 


f=l . máy hién 
1 


V =12- 


Ta có 


(2)«4si n(| + f + ¿ 


= 2y/3 


Thu gon biéu thúc. 


Chuyén 4 qua vé phái. 




= sin(bao nhiéu)? 


x Ti Ti .—| b 

Bam 3 + 12 S tí”' 


Bám 


2y/3 


y/3 

2 ' 


Bám sin 1 ] (=] \tí. 


e4sin (f + if) - 2v/5 

/ 3x 5 ;t \ ^3 

^ Sm U + l2j =~2 

( 3x 57 t\ .tí 

° Sin U + Í2j =Sm 3 


NhÓ lai sin u = sin v 


o 


u = v + k2jr, 
u = re - v + k2n. 


o 


3x 5 ;t n 

T + 12- í +k27T ' 

3x 5tí tí 

T + 12 =,r_ 3 + 


9 5jt 

Chuyén — qua vé phái. 


Chia hai vé ho nghiém thú 

. , 3 

nhát cho -. 


Bám 


Ti 57T 

3 “ 12 


12 


Ti. 


x Ti $Ti \ 

Bam,r “ 3 - 12 Q r- 

Chuyén qua ImodeI [TI . 
Nháp 


il + ,x27T )^(l 


Váy ho nghiém thú nhát la , * ,—, , , 

• y • bam l=J, may hien 


tí , 47T 

X " _ 18 + k H' 


1 4 . 

■— 7t + -m 

18 3 


o 




3x 

~2 

3x 

~2 


Ti 

12 


+ h2^r. 


Ti 

— + h27t 
4 


7T , 47T 

X = -18 + fe T' 
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Chia hai vé ho nghiém thú Bám 
haicho-, , n \ /3 

i +,x2 ”) + 2 


Váy ho nghiém thú hai la 
7T , 4 7T 

x - 6 +fe T- 


NhÚ ghi diéu kién cüa fe. 


dL máy hién 


1 4 

-7T + -7TI 

6 3 


O 


ir , 47T 

x --l8 + t T' 

7t , 47 t 
x = — + fe— 

6 3 


(fe G Z). 


2.1.2 Giái theo cosine 


0 Tú duy 

He sé cüa cosine la 

C = 76-72. 

He sé cüa sine la 

S = 76 + 72. 


H Bám máy 
Trong ImodeI [TI , nháp 

Pol(VQ- y/2, 76 + 72 


bám (=]. 


£ Trinh báy 


Vi tính theo eos nén - Y. 


Bám |ALPHA| [TI f=1 . máy hién 

X = 4. 

Bám 


(=), máy hién 

v-l. 


Ta có 


(2)o4cosf^ + ^ 
w v 2 3 12 


= 273 


Thu gon biéu thúc. 
Chuyén 4 qua vé phái. 

t/3 

— = cos(bao nhiéu)? 
NhÚ lai eos u = eos v 


o 


U = V + fe2 JT, 
u = -v + k2rr. 


Bám 


Bám 


JT 57T 


1 


3 12 12 

275 73 

4 U 2 ' 


JT. 


Bám eos 1 (=] 


w4cos (í ~5) - 2x/5 


o eos ^ 
o eos ( 


3x 

7T 

~2~ 

“ 12 

3x 

JT 

T 

~ 12 


73 

2 


JT 

= eos - 
6 


o 


3x JT JT 

Y ~ 12 - 6 + k2,T ' 
3x 


L 2 


JT 

12 


JT 


6 


+ fe2 JT 


JT 


Chuyén - — qua vé phái. 


x JT 7T _ 1 

Bam 6 + 12 S C 

Bám - - I ’ (=] ( JT. 

6 12 12 


o 


3x 

~2 
3x 
L ~2 


= ? + k2jr, 


~Y + k2 ” 
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Chía hai vé ho nghiém thú Chuyén qua ImodeI í~2~1 . 

3 


nhát cho 


Nháp 


i + ix2n ) + (l 


Váy ho nghiém thú nhát la bám (=], máy hién 


7T , Are 
X = — + fe — . 

6 3 


Chia hai vé ho nghiém thú Bám 
3 


1 4 . 

-7T + -m 

6 3 


hai cho 


7r , 4 tc 

x --m +k ~- 


~T2 + ix2Tr ) + (l 


Váy ho nghiém thú hai la (=), máy hién 


1 4 

~Í8 7r+ Z m 


o 


o 


7T , 47T 
X = - + fe — , 

o 3 


7t , 4 tt 
x = - + fe—, 

6 3 

7t , 47 t 

x --l8 + s T 


Nhú ghi diéu kién cüa fe. 


(fe G Z). 


2.2 Tiéu két 

Khi giái tú luán phüdng trinh (1), ta có thé düng hám Pol(, lúdng giác ngüdc va gán fe = i dé hó 
trd nhú sau 


2.2.1 Giái theo sine 
Trong ImodeI (T) , nháp Pol(S, C) (=]f, khi dó 


(1) <^>Xsin(u + Y) = m 


m 


o sin(u + V) = —. 

X 


Bám máy sin 1 (=] máy hién góc <p, tú dáy ta có 

<^> sin(u + Y) = sin <p. 


Tiép dén, ta van dung cóng thúc nghiém phúdng trinh lúdng giác cd bán cüa hám sine 


smu = sinv o 


u = v + k2jr, 
u = 7t - v + k2n, 


dé dán dén két quá cuói cüng. Chú y ráng có thé gán fe = i trong ImodeI l~2~l dé bién dói nhanh cho fe. 

-k-8*- 

1 Giái theo sine thi nháp he sé cüa sin trüóc. 
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2.2.2 Giái theo cosine 
Trong ImodeI [TI , nháp Pol(C,S) (=]¿ khi dó 


(1) <^Xcos(u - Y) = m 


m 


o eos (u - Y) = —. 

y\ 


Bám máy eos 1 (=] máy hién góc cp, 


<t=> eos (u - Y) = eos cp. 


Tiép dén, ta van dung cóng thúc nghiém phúóng trinh lúóng giác cd bán dói vói hám cosine 


eos u = eos v 


u = v + k2n, 
u = -v + k2n, 


dé dán dén két quá cuói cüng (có thé gán k = i néu cán bién dói nhanh cho k). 


3 Dinh hiíóng bán tií luán 

Vi du 2. Dién khuyét 
Phúóng trinh 

(V6-V5)cos(^ + |i + (V6 + V2) sin (X + i) -2^. 

có hai ho nghiém la x = ... 
va i = ... 


3.1 Lefi giái 

3.1.1 Giái báng cóng thúc nghiém 

1. Trong ImodeI l~T~l . bám Pol (^V6 - \J~2, V6 + V2'j 1=1 ; 

3 x jx 3 ji 

2. Vi có — + — nén ta gán - —> A, — —> B; 

2 3 2 3 

3. Qua ImodeI [TI . nháp váo man hinh 


x 2jt+ eos 



+ Y-B 


-f A 


bám (=], máy hién -n + -ni. 

o 3 

* Giái theo cosine thi nháp he sé cüa eos trúfele. 
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4. Süa man hinh thánh 


(^i x 2tt- eos 



+ V - B 


- A 


bám (=1, máy hién -—7r + 

18 



Váy hai ho nghiém cüa phiíóng trinh da cho la x 


7T 

6 


Axr v 

+ k — va x 


7T 

18 



(.k £ Z). 


3.1.2 Giái theo Newton-Raphson 


1. Tính chu ki 

v , 3x jr , 3 

• Xet — + —, ta co a = -. 

• Chu ky T = ^ = 


2. Tim khoáng chúa nghiém 

• Trong ImodeI f~í~l . nháp vao man hinh 

/3x 7T 


\ 2 


VQ - V2) eos ( — + — ) + (Vd + V2 ) sin ( — + — ) - 2^3 


/3x 7T 


\ 2 


• Thdc hién ICALCl X = 0; 1; 2; 3; 4 ta tháy /(O) va /(1) trái dáu nén phdóng trinh có nghiém 
trong (0; 1); dóng thói /(4) « -0.04 k 0 nén phhóng trinh có nghiém gán vói 4. 

3. Tim mot nghiém trong mói ho nghiém 

• Bám IshiftI IcalcI (SOLVE) tai X = 0.5§ máy hién X = 0.5235987756. Gán giá tri náy vao bién 

1 

nhó A. Bám A -£ n (=] ta dhtíc 0.1666666667. Nháp 0.16666666666667 (=), máy hién -. Váy 

6 

7T 

X1 = 6 ■ 

• Bám IshiftI IcalcI (SOLVE) tai X = 4, máy hién X = 4.01425728. Gán giá tri náy vao bién nhó 

, 23tt 
B ta co X 2 = 


• Kiém tra 


18 
A-B 


3 


1=1 -0.8333333333 é Z nén xi va X 2 thuóc hai ho nghiém khác nhau. 


4. Váy phdóng trinh da cho có hai ho nghiém la x = ^- + k^- va x = + k^- (k £ Z). 

6 3 18 3 


Chú y Có thé chuán hóa ho x 
phdóng trinh 


23tt 

"18“ 



khóng vdót quá nüa chu ky báng cách IshiftI IcalcI (SOLVE) 


23tt 

"18“ 


+ X x 


4 rr 

3 


2 


-S- §*• 

§ La trung diém cüa (0; 1). 
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dé düdc nghiém X. Sau dó süa man hinh thánh^ 

23tt 


4tt 

— + Intg(X) x ^ 


1 

bám (=1 ta düdc — -tc. 

18 

Váy dang chuán hóa nüa chu ky cüa hoi = + k ^ la x = 

18 o 


7T , ATT 

- 18 +Í! T' 


3.2 Tiéu két 

Khi dién khuyét hai ho nghiém cüa phüdng trinh (1), ta có thé düng cong thúc nghiém (thiét láp 
báng két quá cüa Pol(, lüdng giác ngüdc va gán k = i) hoác phüdng pháp Newton-Raphson (vói chu 
ky T) nhü sau 


3.2.1 Giái báng cong thúc nghiém 


Két luán 2.2 cho tháy dü giái theo sine hay cosine thi ho nghiém thu düdc cüng gióng nhau. Theo 
chúng téi, bién dói nghiém theo cosine dé thao tác vói máy hdn, va do dó, cong thúc giái nhanh 
phüdng trinh (1) sé düdc thiét láp theo cosine. Quy trinh tüdng úng góm có 4 büóc 


1. Trong ImodeI fl~l . bám Pol(C,S) f=1 ; 

2. Gán a —> A, 5 —> B^; 

3. Qua ImodeI [TI . nháp váo man hinh** 


x 27T+ eos" 

bám (=], ghi nhán ho nghiém thú nhát. 

4. Süa man hinh thánh 

X 2 7T- eos" 

bám (=], ghi nhán ho nghiém thú hai. 


^Vé phái j 


^Vé phái^ 


+ y 


+ v 



rA 



rA 


3.2.2 Giái theo Newton-Raphson 

Néu khóng muón nhó cong thúc, ta có thé düng phüdng pháp Newton-Raphson dé xác dinh mót 
nghiém trong mói ho, sau dó cong thém bpi nguyén cüa chu ky dé düdc ho nghiém hoán chính. 
Quy trinh cüa chién lüdc náy düdc chúng tói dé xuát theo 4 büóc sau dáy 

2 7T 

1. Tính chu ki T = —. 

a 

- ft*- 

^ Bám IALPHAI f— 1 dé có lntg{. 

* Có thé bó qua khi a = 1 va b = 0. 

** Dói vói phddng trinh (1) thi m la "vé phái". 
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2. Tim khoáng chúa nghiém 

• Trong ImodeI fl~| , nháp Vé trái(l) - Vé phái(l) váo man hinh; 

• Thúc hién ICALCl X = 0; 1; ...dé tim khoáng chúa nghiém. 


3. Tim mot nghiém trong mói ho nghiém 

• Bám IshiftI IcalcI (SOLVE) tai X = trung diém khoáng chúa nghiém thú nhát dé tim nghiém 
Xi trong ho nghiém thú nhát; 

• Bám IshiftI IcalcI (SOLVE) tai X = trung diém khoáng chúa nghiém thú hai dé tim nghiém 

trong ho nghiém thú hai; 


4. Két luán 


(1)^ 


x = Xi + kT, 

X = X2 + kT. 


(.k G Z) 


Chú y 

1. Néu hám sé y = /(x) có f[x ' 0 ) ~ 0 thi xó gán nghiém xo cüa /(x); 

2. Néu hám sé lién tuc y = /(x) có /(a) • f[b) < 0 thi hám sé áy có nghiém xo £ (a; b); 

3. Hai nghiém x\ vá X 2 thuóc hai ho nghiém khác nhau néu Xl X2 = ( é Z. 

4. Dé chuán hóa nghiém x[ (trong ho nghiém x = x[ + kT) thánh x\ dé nó khóng vúót quá mót 
nüa chu ky, ta giái phúóng trinh sau theo án k 

T 

xj + k-, 

T 

Khi dó, xi = x[ + [fe]— vói hám [ ] trong máy lá Intg(). 

4 Dinh hhóng trie nghiém 

4.1 Hoái có tú luán 

Vi du 3. Cho phúóng trinh 

(V6- V2)cos + (V6+V2)sin(^ + |) - 2VS. (3) 

Chon khang dinh dúng trong các khang dinh 

Lcfi giái. Chon dáp án (C) 


1U 


. /3x 3tt \ ^3 

P)«s.n ( T + T J - X - 

/ 3x 5tt\ V3 
P)«C°5 T + - U-. 
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4.1.1 Lcfi giái chi tiét 1 

Sü dung Pol[ va giái theo sine nhü muc 2.1.1 ta düdc 

. / 3x 57 t 

(3)osm T + 12 


V3 

2 


nén loai hai phüdng án A, B theo sine dóng thdi cüng loai phüdng án D theo cosine. 


4.1.2 Lcfi giái chi tiét 2 

Sü dung Pol( va giái theo cosine nhü muc 2.1.2 ta düdc 


(3) o eos 


3x 7T 
2 ” 12 


V3 

2 ' 


4.2 Trác nghiém giai doan sd khai 

Vi du 4. Cho phüdng trinh 


^-V2)cos(^ + |) + (^ + ^)sm(^ + | 


= 2^3. 


(4) 


Chon khang dinh dúng trong các khang dinh sau 

® (4)o 


(4) o 


201 l7t , 4 jt 

x ~ — + k ^’ 
20157T , Ajt 

X -^8- +fe T' 

20177T , 4tt 

x = —-— + fe —, 
6 3 

2023tt , 4tt 

x = ^ + i? T‘ 


(fe G Z). 


(fe G Z). 


(4) o 


(4) o 


20 1 77T , 47t 

x= — + k T’ 

20217T , 4 n 

x = ^ÜT + k T- 

2017^r , 4 n 

x = —-— + fe—, 
6 3 

2015tt , 4 n 

x = ^T + k T 


(fe G Z). 


(fe G Z). 


Lcfi giái. Chon dáp án 


Lcfi giái chi tiét 

Nháp váo mán hinh 

- V2) eos (^ + P +(v / 6 + V2)sin('^ + í') -2^ 

201 l;r 2015;r 

lán lüdt ICALCl X = ———; ——— '' ta loai ngay phüdng án A (vi két quá khác 0) vá chon düdc phüdng 
18 18 

án D (do két quá -5.09 • 10" 12 ís 0). 

-k- íps- 

^ Các nghiém dai dien trong phddng án. 
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4.3 Trác nghiém giai doan hién nay 

Vi du 5. Cho phüdng trinh 

(^-V2)cos(| + í) + (v'e + sin = 2s/3. (5) 

Sé nghiém cüa phüdng trinh (5) tren [0; 4 tc] la 

(A) 5 nghiém. (B) 6 nghiém. © 7 nghiém. (D) 8 nghiém. 

Lcfi giái. Chon dáp án (B) 


LÓi giái chi tiét 

Van dung chién lüdc giái ó muc 3 ta düdc 


(5)o 


7T , 4 7T 

Xfe = - + k — , 

6 3 

ir Air 

r, -~18 +f T' 


(iI.16Z) 


~ ,TC7T^ , , 

Dé tháy - — < — nen ho xn < Xk, tüc la X( trüdc, sau. 

18 6 

Vi diéu kién x G [0; 4tt] nén bái toán tró thánh dém sé giá tri cüa 

««=-©4 

g{k) = * + 

trén [0; 4]. 

Váo ImodeI [TI . nháp 

«X)=4 + Xxí 
g ( x) = i + Xx| 

va cho X chay tü Start = O dén End = 5, büóc nháy Step = 1. Sé giá tri thuóc [0; 4] trong báng két 
quá chính la dáp sé cán tim. 


4.4 Tiéu két 

VÓi hinh thúc trác nghiém, hoc sinh có dip van dung nhiéu ky thuát düdc hinh thánh khi giái 
quyét bái toán ó dang tü luán va bán tü luán. Ngoai ra, các em con có thé sü dung các phüdng án 
nhü mét phán giá thiét, va tü dó, viéc thay chúng váo phüdng trinh dé kiém tra tính dúng/sai cüng 
la mét chién lüdc hüu ích trong mét sé tinh huóng nhát dinh. Tuy nhién, dé han ché chién lüdc náy. 
Vi du 4 düdc phát trién thánh Vi du 5 báng viéc déi yéu cáu thánh dém sé nghiém cüa phüdng trinh 
trong mét khoáng (doan, nüa khoáng) cho trüóc. Dáy la hüóng nghién cúu ma chúng tói quan tám 
trong thdi gian tói. 
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5 Két luán 

Tüy váo hinh thúc kiém tra dánh giá va múc do phúc tap cüa dé bái má viéc sü dung máy tính 
cám tay sé hé trd mpt phán hoác toan bó quá trinh tim ra phúdng án. 

VÓi dang thúc dién khuyét, tói úu hóa con dücfng tú luán báng cách düng cong thúc hé quá la mpt 
húóng tiép can an toan nhúng tao thém áp lúe ghi nhó cho ngüdi hoc. O mpt phúdng dién khác, 
phúdng pháp Newton-Raphson có vé nhú khác phuc hoán toan han ché nói trén lai dói hói tú duy 
linh hoat trong xü ly khoáng chúa nghiém - vón con khá la lám vúi da sé hoc sinh dai trá. 

O nhúng cáu hói trác nghiém khó, thí sinh cán trang bi thém ky náng chuán hóa ho nghiém va 
loai bó các nghiém thupc cüng mpt ho dé vúpt qua phúdng án nhiéu va xác dinh phúdng án dúng. 
Bén canh dó, náng lúe "quy la vé quen" cüng la cúu cánh trúóc nhúng dang bái táp má các em chúa 
gáp bao gid, vi thé cán phái tói luyen ky. 

Nhin chung, hoc sinh nén cán nhác viéc sü dung máy tính cám tay mpt cách hdp ly, tránh phu 
thupc hoán toan váo cóng cu nay. Déng thdi giáo vién cüng cán quan tám dúng múc dén ván dé 
tói üu hóa cách giái tú luán theo dinh húóng trác nghiém khách quan nhám dáp úng thúc tién bói 
cánh hién nay. 


6 HiíÓng nghién cúu tiép theo 


Tim sé nghiém trén (a; 5) ([a; 5], (a; b] hay [a; 5)) cüa phúdng trinh lüdng giác thupc mpt trong 
ba dang 


1. f(x) = 0; 


2. f(x) ■ g{x) = 0 (táng nghiém); 


3. 


/(x) 

ff(x) 


= 0 (giám nghiém). 




Ghi chú Trong bái viét náy, chúng tói sü dung CASIO fx-570VN Plus vá VINACAL 570ES Plus II. 


Tai liéu 


[1] Le Hóng Dúc, Dáo Thién Khái (2010), Giái toán trén máy tính CASIO fx-570MS lóp 10-11-12, 
NXB. Dai hoc Sü pham, Tién Giang. 
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